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Einleitung.

Eine Briickenwage gewiihrt bekanntlich einen Belastungsraum, der, an einem bestimmten Punkte
unterstiitzt, durch die Belastung nicht aus seiner Lage gebracht werden kann. Die Unterstiitzung
selbst wird in der Regel mittelbar von einem Gewichte ausgeiibt, welches der Belastung das Gleich-
gewicht hiilt. Ist der Belastungsraum von der Beschaffenheit, dass der Ort der Belastung aufl das
Gewicht, welches derselben das Gleichgewicht hillt, keinen Einfluss iibt, so nennt man die ganze
Vorrichtung eine Briickenwage, und den Belastungsraum die Briicke derselben. Da im Falle des
Gleichgewichtes die Summe der virtuellen Momente der Last und des Gewichtes gleich 0 ist, so
miissen die virtuellen Momente der Last unabhiingig von dem Orte der Belastung auf der Briicke
sein. Es miissen demnach die virtuellen Geschwindigkeiten simmtlicher Puukte der Briicke, bei
ciner unendlich kleinen Bewegung des Unterstiitzungspunktes und der Briicke selbst. aus ihrer
Normal-Stelhmg, wnter einander gleich sein. Damit dieses geseliche ist es nothwendig und hin-
veichend, dass drei Punkte der Briicke, die nicht in gerader Linie liegen, sich auf drer Curven
bewegen, welche in dem der Normal-Stellung entsprechenden Falle, parallele Tangenten haben.
Um diesen Zweck zu erveichen, sind bis jetzt eine Anzahl ziemlich verschiedener Constructionen in
Anwendung gebracht worden. Da indessen aus dem blossen Begriffe einer Briickenwage sich ver-
schiedene Eigenthiimlichleiten dieser Apparate ergeben, welche sich auf die Stellung uid Empfind-
lichkeit dersclben beziehen, die bis jetzt ausser Acht gelassen sind, obgleich sie cinen verschiedenen
Einfluss auf die Construction ausiiben, so sollen dieselben in der folgenden Untersuchung im Allge-
meinen und Specicllen so abgchandelt werden. dass hierdurch die wahre Grundlage fiiv die Con-
struction jeder Briickenwage gewonnen wird. Die Hebel-Ketten-Systeme treten fir die Briickenwagen
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als nothwendige Zwischenglieder auf, daher sind sowohl die hier in Betracht zu zichenden Eigen-
thiimlichkeiten der einfachen Apparate dieser Gattung als auch der zusammengesetzten, ebenfalls
dargelegt worden.

Um zum Schlusse noch von der praktischen Seite einen Einblick in den Gegenstand der
folgenden Untersuchung zu gewihren, soll hier eines Versuches gedacht werden, welcher ziemlich
unbekannt zu sein scheint. Man Dhelaste niimlich die Briicke einer gewdhnlichen Strassburger
Decimal-Briickenwage etwa mit 100, und die Schale mit 10 Pfunden, so werden sich diese Gewichte
das Gleichgewicht halten. Legt man aber noch auf die Briicke eine Zulage von 6 Lothen, so wird
man beobachten, dass die Griosse des Ausschlagwinkels wesentlich von der Stelle bedingt ist,
welchen die Last auf der Briicke einnimmt. Ahnliche Erscheinungen konnen bei allen Arten von
Briickenwagen eintreten, und die folgende Abhandlung hat vorziiglich die Aufgabe zu lésen, alle
hier cinschlagenden Elemente aufzustellen und in Rechnung zu bringen, so dass sich der Erfolg
a priori feststellen lisst, wenn der Ausschlagwinkel eine sehr kleine Grosse ist.
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§ 1.
Yon der Emplindlichkeit eines Hebels, auf welchen zwei senkrechte Kriifte wirken.

Stellt «be Taf.IX, Fig. 1, eine gebrochene starre Linie und /¢ eine horizountale dar, setzt man ferner
ab=r,be=p, L abh= Sy, /cbt =1, und nimmt an, der Punkt b wiire ein fester Drehungspunkt,
und die Punkte « und ¢ mit den Gewichten P und p belastet, so muss

1) rPcos. y = p p cos. @,

sein, wenn sich beide Gewichte das Gleichgewicht halten sollen. Geniigen nun die Grissen P und p dieser

Gleichung, und man nimmt von dem Gewichte P einen kleinen Theil AP fort, so ist der W.A ¢ zu bestim-

men, um welchen sich die starre Linie drehen miisse, um in ihre niichste Gleichgewiehts-Lage zu kommen.
Zur Bestimmung dieses Winkels hat man die Momenten- Gleichung

) »r(P—AP) cos. ($,—A%) = ppcos. (3, + Agw),

aus welcher man leicht die folgende ableitet:

{y.14 1
tg.Ag&{—P g- %1 =

AP tgo+ g9 g+ tgd

5 9 tg. Y, S ora - .

{ » k oenue 4 . s ——— T : r 0SS p
Man kann nun AP immer klein genug annehmen, dass P T, g e positive Grosse wird,
wenn @, -+ &, nicht = 0 ist. Es wird mithin der Werth von ¢g.A¢ positiv oder negativ sein, je nachdem

tg. ¢y + tg. 4, es ist, oder wenn ¢, und ¢, seinem absoluten Werthe nach kleiner als ein Rechter ist, so
wird der Werth von fg. A ¢ von gleichem Vorzeichen mit ¢, + ¢, sein. Wird nun der Werth von #g. A
negativ, wie klein man auch A P annchmen mag, so muss A« eine endliche Grisse, und grisser als ein
rechter Winkel sein. Bekanntlich ist anch das Gleichgewicht, wenn ¢, -1~ 4, =0 oder negativ ist, entweder
indifferent oder labil.

Ist aber tg.9, + tg.0,> 0, so folgt, dass fg. A © zugleich mit AP eine sehr kleine positive Grosse
wird, und dass daher Ay selbst cine sehr kleine Grisse sein miisse. Unter dieser Yoraussetzang kann man

statt t9. A ¢, A selbst setzen, und es ergibt sich, dass, wenn AP eine unendlich kleine Grisse ist,

P . N, . . P . . . . .
—_— R n *, Ul L] 4 3 $
S A(P ‘AP — —_————tg.'g, t9-0; sein mitsse. Diesen Quohenten A ¥ AP werden wir die Em P findlichkeit

des Hebels nennen. Die Empfindlichkeit des Hebels hiingt also nur von den Winkeln o, und ¢, ab, die leide
I 8 P !

Arme mit dem Horizonte bilden, nieht aber von der Linge dieser Arme, und ist fiir beide Arme dieselbe,

nimlich: ——-
1994 +19-9,

Man kann die Empfindlichkeit aueh leicht aus der Gleichung 1) »/ cos. §; = p pcos. ¢, ableiten, wenn

man dieselbe nach P, ¢, und ¢, difterentiirt, und d¢, = — d¢, = — d¢ setzt. Man erhiilt alsdann

1

— —— . 4 o ar 9 : 7, '1' &% ass o 3' Y 10 5 Ty a > &
do. aP = G T g0 Es kam aber darauf an, nachzuweisen, dass 8¢ einen endlichen Werth annehme,
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wenn ¢, -+ ¢, = 0 oder negativ wird, was bei dem Resultate der Differentiation nicht klar hervortreten
kann, ila fiir diese Fille die Stammgrisse von A discontinuirlich wird, und daher eigentlich den Begriff
der Differentiation nicht zulisst. Aber zu bemerken ist, dass, wenn bei ihnlichen Fillen sich der Werth

von ~—d ¢ - o negativ findet, dies darauf hindeutet, dass d¢ cigentlich einen endlichen Werth annimmt,
was sich einerseits leicht aus statischen Griinden nachweisen lisst, andrerseits analytisch hervorgeht, wenn
man statt do, fg. do einsetzt.

§ 2.
Von dem Gleichgewichte und der Empflindlichkeit zweier starren Linien, die auf irgend eine Weise mit

einander verbunilen sind, sich um zwei fesie Punkte drehen konnen, und von denen jede in einem gewissen
Punkte von einer constanten senkreehten Kraft ergriffen wird,

Vorausgesetzt, die beiden Linien (Fig. 2) seien /2 und p, welche mit dem Horizonte die Winkel
und ¢ bilden, und die durch die Kriifte 7 und p angegriffen werden, so erhilt man nach dem Principe der
virtuellen Geschwindigkeiten die Gleichung:

D PRcos. bdd + ppcos. pdo = 0.

Soll diese Gleichung unabhiingig von der Stellung des Systems in Erfiillung gehen, so miissen die
virtuellen Geschwindigkeiten von £ und p parallel sein, weil alsdann ihre Projectionen auf eine Senkrechte
stets in dem Verhiltnisse wie sie selbst stehen. Differentiirt man die Gleichung I noch ein Mal nach P und o,

das andere Mal nach p und ¢, so erhilt man die folgenden Gleichungen, wenn man ¢ = 0 setzt:
dd d*)
] —lg.9. —T =
) Pd’ -9 dy v db.do ’
di d*Y
Il { —to.© — —
) p(l" w0 do g% dd.do i

!
aus welchen folgt, dass der Ausschlag, der hei einer sehr kleinen Zunahme des Gewichtes P erfolgt, gleich,
aber enigegengesetzt von dem ist, der bei einer verhiltnissmissigen Zunahme von p folgen wiirde. Setzen
wir nun voraus, von der Lage von p hiinge die Lage irgend einer starren Linie des Systems ab, an welcher

sich die Zunge desselben befindet, welehe sich um den Winkel dp. dreht, wenn sich p um den Winkel d¢

dreht, so hat man — % = 1; zu setzen. £ selbst soll wie oben die Empfindlichkeit heissen, und wan

erhilt daher
d* (lcp
dy.dg (ZpL

1 ( did
IV)E: lg.o — tg.@.(lz ,

Es ist zu bemerken, dass 4g. ¢ und fg. & von der Stellung des Systems, die andern Ausdriicke aber
nur von der Verbindung desselben abhiingen. Um nun diese Ansdriicke fiir die Theorie der Briickenwagen

niher zu entwickeln, stellen wir zuniichst folgende Aufgabe:
Die Differential- Verhiltnisse der Winkel eines Vierseits mit vier unveriinderlichen Seiten und unverinder-
lichen Winkeln zu entwickeln,
Bezeichnet abfp Fig. 3 ein Vierseit, dessen Seiten ab = €, bf = r, fp =D, ya=2~HR

. . . . J . - O dy da d ds  d*
unverinderlich sind, so sollen die Differential-Verhiltnisse - i —ﬁ e
do dy ([? dy dp®
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wenn o, 3, ¢ und ¢ die Winkel je zweier aufeinander folgender Seiten des Vierseits sind, z den von

C und D gebildeten Winkel bedeutet, und d°¢ = 0 gesetzt wird.

Geht die Linie ab in dic Lage a,b, itber, so bildet ab mit a,6, den Winkel 2. Die Projection von
a0, anf ab ist a,6, cos. dx = Ccos. dz, und unterscheidet sich von € nur um eine unendlich kleine
Grosse der zweiten Ordnung. Man kann daher die Projection von aq, auf ab gleich der Projection von
66, anf dieselbe Linie setzen. Es ist aber b6, = »d¢ nnd die Projection dieser Grosse auf ab ist:
rdo cos. (/9 + %—— ‘rc) = rd¢ siu. 3. Wenn ¢ um d+ wiichst, so nimmt offenbar ¢ ab, oder wiichst
um —d . Die Projection von aq, auf ab ist — Rd¢ sin. o, und man erhiilt daher die Gleichung:
rdo sin. § = — Rd$ sin. a oder % = — ;{—:‘Z"'I—;

Ans der Combination von ¢ mit ¢ und 3, und von o mit 3 erhiilt man auf gleiche Weise folgende
drei Gleichungen:

1) dy ___ rsi B ooy 4B ___ Dsim. g 9 do _ rsing
de R sin. o 7 dy Csinoa ~di R sind

Multiplicirt man die dritte Gleichung mit der zweiten, so erhilt man:

da Dr sin. @

4 - T

71'_15 ~ CR sin. a
Offenbar ist B -+ ¢ = = + ¥, mithin dv = dJ + d¢ und daher:

dx , D sin. §

5 =1 ——
)zl:p C sin. a

2 - 0 : 2 g . df l g
Differentiivt man die Formel 1) noch ecinmal, und setzt die ﬁxrjl—'; und %gefundenen Werthe ein, so

erhilt man:

G T T
6) e = T [ stu. @ cos. B 4 7 St B sin. @ coly. o ]
und durch Differentiation der Formel 5) erhiilt man:
&’z rD D
7 - = cos. U sin. 3 — sin. b sin. @ coty. ]
)(l'r' RC sin.’a [ ACGUESS C 7 e

§. 4.

Stellt bfu, Fig. 4, cinc gebrochene starre Linie, abfp aber ein Parallel-Trapez dar, in welchem
0f || ap ist, dessen Seiten von unveriinderlicher Grosse, dessen Winkel aber veriinderlich sind; setzt man
ferner voraus, die Punkte f und p seien feste, und mit ab sei eine Ebene fest verbunden, die durch bfn
geht, und o sei ein Punkt dieser Ebene, — ferner der Punkt o sei mit dem Gewichte £, der Punkt nt mit
dem Gewichte p belastet, so ist 1) das Verhiltniss von p: P zu finden, damit sich diese beiden Gewichte

das Gleichgewicht halten, und 2) die Empfindlichkeit des Systems oder —d<« . TI;,- zu ermitteln, wenn d<

dic Zunahme des Winkels 6 fp bedeutet, welche der Abnahme des Gewichtes /2 um P entspricht.

Damit die Gewichte p und P sich das Gleichgewicht halten, muss die Summe iliver virtnellen Momente
gleich 0 sein. Bezeichnet man wie im vorigen Paragraph die Seiten von abfp mit €, », D und £, die
Winkel desselben aber mit o, 3, ¢ und &, fn mit g, ao mit /, 2 7'fu mit ¢y, oag mit 7, nnd stellt /17
cine Horizontale vor, so ist das virtuelle Moment von p gleich pd (p sin. ¢;). Um das virtuelle Moment

o welcher

von P zu entwickeln, kann man annchmen, dass der Punkt o hei der unendlich kleinen Bewegung,

Denkschriften d. mathem.-naturw. Cl. V. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. v
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die Ebene oag unterworfen ist, zweien Bewegungen zugleieh sich unterzichen muss. Indem nimlich der
Punkt a in seine nichste Lage a, iibergeht, soll zuniichst die Ebene oag selbst parallel an der ent-
sprechenden Bewegung Theil nehmen. Da aber diese Ebene auch mit der Linie ab fest verbunden ist, und
diese sich bei dieser Bewegung nm den /. dz dreht (§. 3), so mnss man der Ebene, nachdem sie ihre
Parallel-Bewegung vollendet, eine drehende Bewegung um den Punkt a bLeilegen, bei welcher dz das
Mass der Drehung ist. Da nun ap oder &2 || # ist, also auch mit dem Horvizonte den £ ¢, bildet, so ist
das virtuelle Moment, welches aus der Parallel-Bewegung der Ebene entspringt Pd (R sin. ¢}, und das

virtuelle Moment, welches aus der Drehung entspringt, gleich 4 Pd (lsz'n (y—cp,)) Man erhilt also
die Gleichung: pd (p sin. 9) + Pd (R sin. ) + Pd (Z sin, (Y— cpl)) =0 wo dd, = dp, dp, = d

und d (y—,) == dx ist. Durch Einsetzung dieser Werthe erhillt man mithin die Gleichung:
I. pp cos. 4, do + PR cos. ¢, d§ + Plcos. (1 — ¢;) dz = 0.
Dividict man diese Gleichung durch d¢, und setzt

dxz 1 D sin. ¢ (S. 3. GL B),

;E - Csin. a
und bemerkt, dass D sin. & = C sin. a ist, weil » und R parallel sind, mithin also dv = 0 wird, so
erhiilt man die Gleichung:

dd

pp cos. by = — P R cos. ¢. EH;’
und da

dd rsin.

_— = — . §. 2. Gl L

dy R sin. a (- )

ist, so geht diese iiber in die Gleichung:
. pp cos. Yy = Pr cos. ¢,

aus welcher hervorgeht, dass die Lage des Punktes o in seiner Ebene auf das Gleich-

gewicht keinen Rinfluss ubt.
Um die Empfindlickeit des Systems zu entwickeln, muss man die Gleichung I noch einmal nach ¢ und

P differentiiren. Beriicksichtigt man, dass dz = 0 ist, so erhiilt man:
Ul — ppsin.ddyg® + PR (— sin. g, d* + cos. o d*P) + Pleos. (Y — @) d’z 4 Rcos. @, dd.dP = 0.

Danunr || Rist, so ist a -3 =9 4 ¢ =m=, und dic Formeln 6 und 7 des §. 3. gehen in

folgende iiber:

@ . » D cos. a sin. q) (1 _ L)
([’?2 — R C sinla It
und
&’y r D

(1"9 — RCsin‘a sim (- @).

Dividirt man die Gleichung Il durch

pp cos. §, dg* = Pr cos. ¢, d¢’,
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und substituirt ie eben gefundenen Werthe, so erhiilt man:

1 d R [ 7 e | cos. asin. ',') r D (l r )]
g9t reos. g L I SHU- 1 — €08 Q- e R C i
Lcos. (Y — ©1) rD . , dr 1
. — . sin. ) ——. — =0,
1 €oS. @ RCsinta " ¥+ P do

und demnach durch Anwendung der hier bereits angegebenen Reduetionen

dr r LD cos. (4 ) sin. (g) + a)
V. — P. (ltls 91 + Ig & (] ]i) cofgse T IICC()S | Sin.

Zieht man von b aus die Linie bg || mit D), so wird ag = £ — » und sin. abg = sin. (Y + @)

<gp.e D R—=»r . o c . T/ ”
mithin — = ——"__ Durch diese Substitution geht das letzte Glied der Gleichung 1V in (’l ———.)
st o sin. (P + «) o C I3
208, (j— . . . Lcos. (y—+ . :
€0 (I—91) o, Offenbar ist aber 22— — aq und € sin. 2. = dem Perpendikel th, welches man
§in. & cos. 94 c0s. ¢,
bh

von b auf ag fillen kann, und coty. a = Setzt man nun diese Werthe in die Gleichung 1V ein, so

b
erhilt man:

(lP 1 r) ab 1‘) ag \ r , ( }(f) (1)
— —— —— —_—— —_—— . p— . 7 - l —

FE., so erhiilt

Nennt man mun den veriinderlichen Winkel bgl, &, und die Empfindlichkeit—d¢. P‘

man die Gleichung

v r 1—1—1" " g0 (l i) ly. &
'_T'——_E_‘(/"J'_*_ﬁ .91 T 7 coly. <.

dvp

Aus dieser Gleichung geht nun hervor: dass die verschiedenen Punkte der Ebene bag verschiedene
Empfindlichkeit haben konnen. Aus der Gleichung IV. folgt aber, dass alle Punkte dieser Ebene, welche
in einer physisch senkrechten Linie liegen, gleiche Empfindlichkeit haben. Wenn Z2 und » ungleich sind,
so wird die Empfindlichkeit auf der unbegrenzten Linie ag alle Grossen von 0 bis o0 durehlaufen. Bestimmt
man nun in unserer Figur den Punkt dieser Linie, fiir welchen /2 = oc wird, so wird dic Empfindlich-
keit auf der linken Seite dieses Punktes immer mehr abnehmen, je mehr die Entfernung des belasteten
Punktes von dem so eben bestimmten Punkte wiichst, auf der rechten Seite dieses Punktes geben aber
die Punkte der Linie ag einen negativen Werth fiir Z. Es ist aber schon im §. 1. darauf hingewiesen
worden, dass fiir diesen Fall die eigentliche Bedentung des Differential-Ausdruckes von d ¢ authért, weil
hier eine unendlich kleine Zunahme von ¢ durch keine unendlich kleine Abnahme von P hervorgebracht
werden kann, sondern dass letztere eine endliche Zunahme von ¢ bewirken miisse. Dei einer solchen
Belastung ist also das System nur in labilem Gleichgewicht denkbar, daher von einem eigentlichen Aus-
schlage nicht die Rede sein kann. Denjenigen Punkt der Linie aq, fir welchen die Empfindlichkeit unend-
lich gross wird, werden wir den Indifferenz-Punkt nennen. DBezeichnet man ihn mit 2, so ist die

ihm eﬁtsprechende coly. & = b=

7> und man erhillt mithin zu seiner Bestimmung die Gleichung:

r ha
=0=0.9+ 500+ (1 )éb

und

A )R_
he = (f!ﬁ‘(n-*-ﬁ‘&'-% Il Ar

v
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wo das negative Vorzeichen bedeutet, dass der Punkt 2 reehts vom Punkte § liegt. Findet bei vorlie-
gender Figur die Belastung der Ebene bag rechts von diesem Punkte statt, so kann das Gleichgewicht nur
labil sein. In dem Punkte 2 selbst ist es indifferent, und links von diesem Punkte ist es stabil. Nehmen
wir den Punkt 2 selbst als den Anfangspunkt auf der Linie ag an, so ist die Entfernung irgend eines
Punktes ¢ von § gleich pa 4 bha, da der obige Werth von hu negativ ist, und seine Empfindlichkeit

folgt aus der Gleichung:
1 o ) (ra+ [):7;)
— =g b, +—1g. — )

Bedenkt man aber, dass

0

X

b

r r
0= g9 + E‘ﬂ-?1+(1 _E)

v L= (1 ——’L) e

E R) Hb
Ist die Ebene bag in verschiedenen Punkten belastet, und halten alle diese Lasten dem Gewichte p
das Gleichgewicht, so kann man bei der Bestimmung der Empfindlichkeit des Systems voraussetzen, dass
simmtliche Lasten in ihrem Schwerpunkt vereinigt seien, denn die Summe der virtuellen Momente der
einzelnen auf der Briicke ruhenden Lasten, ist offenbar gleich dem virtuellen Moment einer Last, welche
so gross ist wie die Summe jener, und die sich im Schwerpunkt vereinigt befindet, weil man sich simmt-
liche Lasten durch starre Linien ohne Schwere vereinigt, und durch eine eben solche Linie, die durch

den Schwerpunkt geht, und sieh senkrecht auf die Briicke stiitzt, getragen denken kann.

Bezeichnet man nun die Summe der einzelnen Lasten mit S (P), den Abstand ihres Schwerpunktes
von 2 mit D, so erhilt man die Formel

~=

ist, so erhiilt man die Gleichung:

sy (1 —%)
e D. S(P).

Aber D. S(P) ist bekannilich = S. (p 2. P), wo S (pa. P) die Summe aller Gewichte in ihvem respectiven
Abstande vom Indifferenz-Punkte hedeutet. Man erhilt mithin folgende Gleichung:

aspy  (1—3) S @ P)
T de ho

Vil

Die Ebene bag soll cine Briieken-Ebene heissen.

Nehmen wir an, dass mit dem Hebel-Arme /77 eine Vertical-Ebene unwandelbar verbunden sei, so
mag diese Hebel-Ebene heissen. Diese Hebel-Ebene steht nun mit der Briicken-Ebene in folgendem
Gegensatze: In Bezug auf das Gleichgewieht der Last P und des Gewichtes p, sind die horizontalen Ver-
schiebungen der Last auf der Briicke von keinem Einflusse, dagegen sind von dem entschiedensten Lin-
flusse die Verschiebungen des Gewielites p, nach der Richtung zum Hypomochlium des Hebels. In Bezug
auf die Empfindlichkeit sind die verticalen Verschiehungen der Last. in der Briicken-Ebene von keinem
Einflusse, dagegen diese Verschiehungen des Gewichtes in der Hebel-Ebene, obgleich sie auf das Gleich-
gewicht keinen Einfluss haben, fiir die Empfindlichkeit von dem entschiedensten Einflusse sind. Ferner: die
horizountalen Verschiebnngen der Last sind fir die Empfindlichkeit von entschiedenstem Einflusse, indem

die Verschiebungen des Gewichtes auf geraden Linien, die nach dem Hypomochlium des Hebels gehen,
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vorausgesetzt, dass die Gewichte in der Art veriinderlich angenommen werden, dass sie immer der-
selben Last das Gleichgewieht halten, keinen Einfluss @ihen.

Es wird sich zeigen, dass im Allgemeinen diese Eigensehaften bei allen Briickenwagen auftreten
miissen, wie aueh die Verbindung der Driicke mit dem Hebel beschaffen sein moge.

N R
Bestimmung der Kriimmungs-Halbmesser, der von den Punkten der Briicken-Ebene beschriebenen
' krummen Linien.

Da in dem Parallel-Trapez abfyp die heiden Linien bf und ayp parallel sind, mithin die Punkte a und b
bei ciner unendlich kleinen Bewegung parallele Wege beschreiben, so miissen alle Punkte der Briicken-LEbene
bag parallele Wege beschreiben, und die Normalen der von den einzelnen Punkten beschriebenen
unendlieh kleinen Bogen miissen mit den Linien £2 und #» parallel sein. Nehmen wir nun an, es solle der
Kriimmungs-Radius des von dem Punkte o beschrichenen unendlich kleinen Bogens bestimmt werden,
(Fig. ) so wollen wiv fiir jetzt die Winkel @, und ¢; =0 setzen. Ist nun der Kriimmungs-Radius des vom
Punkte o beschriehenen Weges on oder 7, so kann man die Empfindlichkeit dieses Punktes entweder
unmittelbar nach dem vorigen Paragraphen durch die Formel

1_@_gm
E IBAY,

bestimmen ; oder man kann auch obfn als das gegebene Parallel-Trapez ansehen, und erhilt

1 _(1 r)f),o
E—U"%)wn

(= (-2)%

Da aber b0 = bq ist, so erhiilt man:

Hiernach ist

. hb
Bor o Rt 0.6+

woraus folgt, dass zu allen Punkten der Briicken-Ebene, welche in Linien liegen, die » und & parallel sind,

7'1 —

gleiche Krimmungs-Halbmesser gehiren.
§. 6.
Die Roberval'sche Wage.

Diejenigen Constructionen wirklicher Driickenwagen, welehe sich unmittelbar an das Vorher-
gehende ansehliessen, kann man mit Recht nach ibrem ersten Erfinder Roberval’sche nennen. Bei den
grisseren derselben, welche ecine betriiehtliche Breite evhalten sollen, muss der Wagebalken gabelformig
auslaufen, damit die Hauptsehneide desselben noch etwas breiter wie die Briicke wird, nnd er an zwei
Punkten, die ebenfalls um die Breite der Briicke aus einander stehen, den Briickenkirper angreifen konne.
Fig. 6 stellt eine solche Driickenwage perspectiviseh, Fig. 7 den Durehsehnitt einer solehen vor.

Ist » = R, oder «b = de, so hat man wie bei der zweischenkeligen Wage —%: lg. o, + tg.9
und PR eos. o, = pp cos. ¢,. Unter dieser Voraussctzung ist aber die Wage von der Stellung abhiingig,
denn mit der Stellung #ndern sich die Winkel ¢, und ¢,, welche die Arme des Wagehalkens mit dem
Horizonte bilden, mithin das Verhiltniss vou p: . Damit die Wage also cin richtiges Resultat gibt, muss

sie zuvor in die richtige Lage gebracht werden, was dureh bekannte Vorrichtungen geschchen kann. Da
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aber dies oft vernachlissiget wird, so soll hier gezeigt werden, wie man diesclbe unabhiingig von der
Stellung maehen kann. Dies geschieht, indem man zuniichst ¢, + ¢, = 0 macht. Durch eine veriinderte
Neigung der Wage wird der eine dieser Winkel eben so viel zonehmen wie der andere abnehmen, daher
in jeder Stellung cos. ¢, = cos. ¢, sein. Hiedureh wird offenbar obhige Gleiehung unabhiingig von der
Stellung der Wage. Es ist aber

| v r . r ’
e l—ﬁ cotg.;—}——}—?ig.f‘c,—}.—ig.yl

und daher fiir diesen Fall
1 r .
5= (1—E) (coty. c—tg.,).

Damit also das Gleichgewicht stabil werde, muss, wenn » <R, auch cofg. & immer = ¢g ¢, werden.
Beides wiirde durch eine Construction wie Taf. X, Fig. 8, zeigt, errcieht werden. Es ist aber wohl zn be-
merken, dass die Empfindlichkeit soleher Wagen auf zweifache Weise veriinderlich ist. Sie hiingt 1) von dem
/ £ ab, oder von der Stelle, welche die Last auf der Briicke einnimmt, und wird um so geringer sein, je
mehr die Last sich dem Ende der Briicke niihert, und 2) hiingt sie von der Stellung der Wage oder von
dem /., ab. Es ergibt sich ans der vorigen Gleichung, dass die Verbindungs-Linie von der Schueide des
Wagebalkens, welche in die Briicke eingreift, bis zum Schwerpunkt der Last, dureh die Neigung der
Briicke nieht die senkreehte Richtung erreichen darf, ohne dass das Gleichgewieht indifferent wird. Die-
selbe zweifache Abhiingigkeit der Empfindlichkeit von der Stellung der Wage und von der Lage der Last
auf der Briieke, ist aber einem grossen Theile der sonst gebriuehlichen Briickenwagen eigen.

Uber das Ajustement des Wagebalkens ist noeh zn bemerken, dass, wenn die Wage so beschaffen
sein soll, dass sie bei Veriinderungen der Lage dennoeh immer richtig einspiele, ein Theil des in dem
Sehwerpunkte des Wagebalkens vereinigten Gewichtes desselben, mit der unteren Strebe in indifferentem
Gleichgewichte sein muss, und ein anderer Theil nebst der Schale mit dem Gewichte des Briickenkorpers.
Dies wird dadurch erreieht, dass der Schwerpunkt des Wagebalkens auf die gerade Linie zwischen seinen
drei Schueiden fillt, und der Schwerpunkt der Strebe auf die Linie zwischen ihren Pfannensehnitten.

§. 7.
Uber die Abhingigkeit der Empfindlichkeit jeder Briickenwage von der Stellung der Last auf der Briicke,

Auf welehe Weise der Briickenkorper einer Wage auch gchoben werden mag, wenn derselbe, wie
es in seinem Begriffe liegt, in Bezng auf das Gleichgewieht, gleichgiltig gegen den Ort der Belastung sein
soll, so miissen bei einer unendlieh kleinen Bewegung aus der Normal-Stellung die verschiedenen Punkte
desselben Bigen mit parallelen Tangenten beschreiben. Die Krimmungs-Radien zweier solcher Bigen
konnen willkiirlieh angenommen werden, und wenn, wie es bei den bis jetzt in Gebrauch gekommenen Con-
struetionen der Fall ist, je zwei soleher Kriimmungs-Radien selbst parallel sind, so kann man jede solcher
Briieken als die Briicke einer Roberval’'schen Wage ansehen. Nimmt man nun einen Augenblick an, der
Kriimmungs-Radius des unendlich kleinen Weges, den der Punkt @, Fig. 9, beschreibt, sei fest mit dem Wage-
balken be oder p verbunden, und bezeiehnet man mit A und 4, die verschiedenen Zunahmen des Gewich-
tes P, die an den Stellen ¢ und ¢, einen gleiehen Aussehlag bewirken, so hat man die beiden Gleichungen:

é l — {q¢. to. 7 (.] 1') { E
P'(Iq:—'q'ﬂ—*- g.g),.ﬁ—i— ﬁ colyg.
A, 1

I

r 7
R it A N s (1——73}60@]- 3
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Multiplicirt man beide Gleichungen mit —g—; = — % und zielt sie von einander ab, so erhiilt man:
A 1 A | R )
==, . = — {— coty. & — .
oAy TPy ( 1) Centg E—coly. ©)

eine Gleichung, welehe ganz unabhiingig von der Art und Weise sein muss, wie die Briicke gehoben wird, weil
man sie auch als Bedingungs-Gleichung dafiir ansehen kann, dass die virtuellen Momente von P 4+ A und
P + A, an den Punkten ¢ und #,, nachdem sich 2 um den /. d¢ gesenkt hat, gleich sind: denn beide vir-
tucllen Momente miissen dem virtuellen Momente von p, nachdem sich p um den /2 d ¢ gehoben hat, gleich sein.

Nimmt man nun an, dass sich der wirkliche Wagebalken wm den /. dp hebt, wenn sich /2 um dp

T . 2 OB 10 . dy .
senkt, so erhiillt man aus jener Gleichung durch Multiplication mit T:— die folgende:

A 1 A, 1 R ) dd
—c—2 4 —_ —_— ta. E
P dup + P dyp. ( Iz 1) (coty. € colg. &) _‘]P
oder
1 1 R di
— = ——|——1] (cotg. £ — cotg. ,
L E, (7' l) (coty. £ — cotg- %) dyp.

Kennt man also die Empfindlichkeit irgend einer Briickenwage an einer beliebigen Stelle, und ausser-

. Q .oody c AiTE o .
dem R und » ihver Griosse und Lage naeh, sowie 7%9 $0 kann man die Empfindlichkeit an jeder anderen

Stelle angeben. Auch kann man durch diese Formel leicht darthun, dass, wenn man die Empfindlichkeit
zweier verschiedenen Stellen einer Briicke kennt, man die Empfindlichkeit an jeder anderen Stelle leicht
berechnen kann.
§. 8.
Von der Emplindlichkeit der Roberval’schen Wage mit zwei Briicken.

Nimmt man an, dass sich in eciner einfachen Roberval'schen Wage die Last senkrecht unter dem
Aufhiingepunkte der Briicke befinde, so kann man auch annchmen, dass sich in Bezug anf die Empfindlich-
keit dieselbe im Aufhingepunkte vereinigt hefinde (§. 5). Man erhiilt hier also wie beim einfachen Wage-

balken die Formel

|
5 = {g. 21 + (g- Ps-

Geht nun aber der Belastungspunkt, aus der Lage ¢ senkrecht unter dem Aufhiingepunkt s, in die Lage p
iiber (Fig. 10), so erhiilt man nach §. 7 fiir diesen Punkt die Gleiehung:

1 i I (l"
=T (___ 1) (cotg. £ — coty. &) (1:

und mithin, da hier

= tg. o, + tg. by, coty. E— coly. & =—11q—oder-p—
g g- ?1’ 4. s g € 17 ’ H

4

. n dr P o - q
ist, wenn / den senkrechten Abstand von # und 22 bezeichnet, und T e ist, erhilt man fiir den

E,

7 |
verinderlichen Punkt p die Gleickung

1_{ ) . (1 r}l)
==l o+ b+ 1—5) 7

die, wie man sich leicht iiberzeugen kann, mit der Formel des §. 6, ilvem Werthe nach, iibereinstimmt.
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Da die Empfindlichkeit der Wage dieselbe bleibt, ob sich die Last senkrecht unter dem Aufhinge-
punkt der Briicke, oder in demselben befindet, so muss das virtuelle Moment von P + A, nachdem sich
dic Strebe um den /_ d¢ geneigt hat, dasselbe sein, in welchem Punkte der senkrechten Linie, die durch
den Aufhiingepunkt geht, und die zum Briickenkorper gehort, sich diese Last befinde. Befindet siech dem-
nach die Zunge einer Robervalschen Wage mit zwei Briicken am Wagebalken, und die beiden Lasten
senkrecht unter den Aufhiingepunkten « und ¢ (Fig. 11), so muss auch hier die Gleichung gelten

1
7 =9 et o

Denn diese gibt nur an, dass das virtuelle Moment von P - A, nachdem sich R oder de um den /£ d¢
gedreht bat, gleich dem virtuellen Momente von @ sei, nachdem sich £, oder fg um den entsprechenden
/_ d, gedreht hat; da diese Gleichung richtig fir die Aufhiingepunkte selbst ist, so ist sic auch fiir alle
die Punkte beider Briickenkorper richtig, die unter jenen liegen. Verlegt man nun die Last P nach demn
Punkte p, dessen Entfernung von ¢ gleich D ist, so wird man hiedurch wie oben

1_{ . d (1 7')1)
E-.‘/-‘?1+ﬂ-?1+ ) H

erhalten, wo H den senkrechten Abstand von » und R bedeutet, und ) = pg¢ ist. Verlegt man nun auch
die Last 0 von dem Punkte ¢, nach p,, so wird man wieder durch Anwendung derselben Formel des §. 7
erhalten:

1 r\y D r D

Y e (1=
wo H, die Entfernung von », bis R, bedeutet, und D, = p,q, ist. Diese Formel gibt ganz allgemein die
Empfindlichkeit einer Roberval’schen Wage mit zwei Briicken an, und es ist leicht, von ihr ihnliche
Ableitungen zu machen, wie sie oben fiir einfache Rob erval’sche Wagen gemacht sind.

§. 9.
Die George’sche Wage.

Die George’sche Wage unterscheidet sich insoferne von der Rob erval'schen, als die Functionen,
welche bei der Roberval'schen der Wagebalken allein auszufiihren hat, hier von zwei besonderen Theilen
verrichtet werden. Der Wagebalken der George’schen Wage hat die Briicke nicht zu leiten, sondern
auf dieselbe nur einen Hub voun bestimmter Richtung auszuiiben, und hiingt durch eine Kette mit einem
festen Punkte der Briicke zusammen ; dafiiv tritt aber noeh ein besonderer Theil, eine Kette, die parallel
mit der Strebe ist, und welche die Strebenkette heissen mag, ein.

Der Wagebalken (Fig. 12) ist b E, ¢k die Strebe, am dic Kette, welche die Schneide « des Wage-
balkens mit der Nase sn, welche fest an der Briicke sitzt, verbindet. Der erwiihnte besondere Theil ist
die Strebenkette f£g. Die Strebe ¢/ und die Strebenkette /g miissen parallel sein, wenn die Stellung der
Last auf der Briicke, in Bezug auf das Gleichgewicht gleichgiiltig sein soll, denn nur in diesem Falle sind
die virtuellen Geschwindigkeiten der verschiedenen Punkte der Briicke von gleicher Grosse. Es versteht
sich von selbst, dass wie bei der Roberval'schen Wage die Strebe doppelt sein muss, hier Strebe und
Strebenkette doppelt sein miissen, und dass der Wagebalken gabelformig geformt sein muss. (Vgl. §. 6.)

Um die Empfindlichkeit dieser Wage zu bestimmen, sollen b, f und ¢ (Fig. 13) die drei Schueiden
des Wagebalkens vorstellen, /g = 7 die Strebenkette, ik = L die Strebe und ba die Kette, welche die



Von der Empfindlichkeit der Briickenwagen. 169

Schneide b mit der Nase su verbindet. Gesetzt, a beschreibe bei der Schwingung der Wage ¢inen Kreis-
bogen, dessen Radius ap = £ ist, so ist zuniichst zu bemerken, dass ap parallel mit f¢ und & sein muss.
Bilden also diese mit dem Horizonte den /_¢,, so bildet & ¢inen gleichen Winkel mit demselben. Setzt man
nun f¢ = p und den Winkel, welchen g mit dem Horizonte bildet = «;, so ist, wenn sich die Last P im
Punkte a befindet (§. 2)
dp d &
TPy 0 H W R (1:: T dy .TZ@ '

s ist aber (§. 3, Gl. 4 und 6)

% = — 17?':: i und fj — RC:Z. o [sm ¥ cos. B3 + —- sin. 3 sin. ¢ coly. a] ]
mithin
ﬁi—ﬁp— = —-7 .sz'n.lisin ; [6111 cos. 3 + — sin. 3 sin. @ coly. a]
und daher
Sk . S = (9. ¢, + — i L”’_ﬁ_ . lg. c}),—L [siu. $ cotg. B+ L sin. © coly. a].
P do R sin. o C sin. a R

Ist D und € oder fp und ab, wie es meistentheils der Fall ist, im Verhiltnisse zu » sehr gross, und die
Netgung von » und R sehr klein, so kann man mit grosser Anniiherung

D sina
C  sind
setzen, und erhilt:
dpP 1 o o r sin. 3 (. cotg. B rosin. @ )
S P . (l(? = 19. % R . e o - g Y q- T sin. (‘p colg. a.
Soll die Stellung keinen Eiufluss auf das Verhiltniss p : P haben, so muss ¢, + ¢, = 0 sein. Legt man

die drei Schneiden des Wagebalkens b, f und ¢ in gerader Linie, soist ® = a + 3 = ¢ 4 ¢, und
man erhilt daher

dp 1 r
P s = (9. ¢y + coly. @) (1 _f)

Sind nun wie bei den gewdhnlichen Constructionen dieser Wagen, Strebe und Strebenkette oder 7 und L
cinander gleich, so ist 2 mit beiden gleich, und die Wage hat alsdann, in welehem Punkte sie auch be-

lastet werden mag, gleiche Empfindlichkeit, da die virtuellen Geschwindigkeiten aller Punkte der Briicke

g, 8
gleich scin miissen. Die Empfindlichkeit bleibt aber aueh in diesem Falle von der Neigung der Briicke,
oder von der Stellung der Wage abhiingig, und ist um so griosser je kleiner der £ ¢, ist. Ist Znicht= L,

50 1st

1/ . 5),

=1.L.— (&
=1 AENTS

wo I, I und 4, die Entfernungen von L und /, von L und 2 und von luml I bedeuten.  Dieser Werth
ist alsdann in die obigen Gleichungen dieses Paragraphen einzusetzen und - zu bestimmen.  Dann erhiilt
man fiir die Empfindlichkeit jedes anderen Punktes der Briicke, nach §. dle Gleichung:

Denkschriften d. mathem.-naturw. Cl. V. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. W
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1 1 R dy
E= 5 (—'~— 1) (cotg. & — cotg. &) 5
oder hier:
1 1 ry D sin. 3
= — 1—— .
E E, T ( R) H, sin. o

wo H, die Entfernung von » und R, und D die Entfernung des Schnittpunktes einer Senkrechten mit der
Verlingerung von 72 bedeutet, wenn diese Senkrechte durch den Punkt der Belastung geht, bis zum
Punkte a.

§. 10.

Die Strassburger Briickenwage (Taf, XI, Fig, 14 und 15).

In der Durchsehnitts-Zeichnnung stellt pfa einen Hebel (das Dreieck bei wirklichen Construectionen),
fa,, die Briieke, 66, f¢ den Wagebalken vor, ab und a,b, sind zwei Ketten, weleche den Wagebalken mit
dem Hebel und der Briicke verbinden.

Damit die Briicke in allen Punkten gleiche virtuelle Gesehwindigkeit habe, wenn der Wagebalken
sich unendlich wenig bewegt, ist es hinreichend, wenn dieselbe in zwei verschiedenen Punkten, wie f und g,
gleiche virtuelle Geschwindigkeit hat. Da sie alsdann in allen Punkten gleiche virtuelle Geschwindigkeit
haben muss, so miissen auch die virtuellen Momente ciner Last, unabhingig von dem Punkte der Belastnng
der Briicke sein. Wihit man nun die Bezeichnung der Figuren, welche der der §§. 3 und 4 entsprieht,
und bezeichnet den Winkel, welchen p¥ oder g, mit dem Horizonte bildet mit —v, so ist die virtuelle Ge-
schwindigkeit des Punktes ¥ = dp, sin. (—v) = py cos.vd(—¢) = — p, cos. vd$; die virtuelle
Gesehwindigkeit des Punktes qa, ist:

dR, sin. (—v) = — R, cos. vd,,

wo R, den Kriimmungs-Radius des Bogens bedeutet, den a, bei sehr kiciner Bewegung besehreibt. Da die
Bigen, welche % und a, bei sehr kleiner Bewegung beschreiben, parallele Tangenten haben miissen, weil
sonst diese Punkte nicht gleiche virtuelle Geschwindigkeiten haben konnten, so sind auch ihre zugehdrigen
Kriimmungs-Radien, nimlich g, und das nochunbekannte 2, oder pf und p, a, parallel, und bilden also gleiche
Winkel — v mit dem Horizonte. Setzt man nun die virtuellen Gesehwindigkeiten von f und a, einander
gleich, so erhilt man
py cos. vdd = R cos. vd,.

Nun ist (GL. 1, §. 3)

d(—y) rsin. B d(—¢$) ry sin. 3,
de — Rsima dv R sin g
mithin
dy  r R, sin. 3 sin. a,
dd, — R~ r  sin. . sin. B,
und daher
[ oIl sin. 3 sin. o,
D) Py Cos. V. . - . . = I}, cos. v,
Rr sin. o sin. 3,
woraus folgt, dass
L) g sin. ay : B sin. a = ry sin. B, : » sin. .
Es ist bei dieser Ableitung allerdings schon vorausgesetzt, dass p; und R, parallel sind; — dies kann

aber auch mit Recht geschehen, denn wiiren die Winkel — v aneh nicht unter einander gleich, so liessen
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sich doeh die Grossen p,, » und r; so annehmen, dass sie die Gleichung 1 realisirten. Ist diese Gleichung
aber realisirt, so ist a, f eine Briicke, und p, muss parallel 2, oder beide Winkel — v miissen gleich sein.

Zieht man dureh f eine Linie a,b, || a,b;, so heisst offenbar die Proportion 11: dass sich die
Perpendikel von p auf a,b, und ab gefillt, verhalten miissen, wie die Perpendikel
von f auf ab, und ab gefillt.

Um die Empfindlichkeit einer Strassburger Wage im Allgemeinen beurtheilen zu kénnen, miisste man
zuniichst den Kriimmungs-Radius £, aus den gegebenen Stiicken bereehnen.  Da dies aber cinerseits eine
ziemlich weitliufige Rechnung voraussetzt, und andererseits die Empfindliehkeit bei den gewbhnlielhien
Constructionen sich mit grosser Anniiherung ohne diese Rechnung angeben lisst, so soll hier gezeigt
werden, wie sich diese Wagen leicht so einrichten lassen, dass die Briicke iiberall gleiche Empfindlich-
keit habe, und wie jene angeniiherte Rechnung zu fihren sei.

Es kommt zuniehst darauf an, die Empfindlichkeit der DBriicke an den Punkten f und a; zu ent-
wickeln. Nennen wir die erstere K, die zweite £,, so erhalten wir (§. 2)

: d(—4) & (—9)
— = {q. ©; — f —_— -~ - 5
E] Y (T/l [.(/ ( l) d(? + d (_ q)) ([CP

Es ist aber
d(—9¢) v siu. 3

do o R sin. a
und
F(—9)  dy D
do? T d(—Y) T Csia

. roo.
[sm.—n}acotg.{i + o S @ coly. a]_
v

Setzt man aber voraus, dass p; mit & seiner Richtung nach zusammenfillt, und dass mit beiden » parallel

sei, so ist

und mithin

d(—19) 7
dy 7
und
& (_ q)) . r . »
— ded =) — cotg. B — o coly- & = —coly. a (1 + f)
und daher

1 r r
= =t 5 (—v) + (1 + —1?) coly. a.

E,

Setzt man nun voraus, dass r; ebenfalls mit R, parallel sei, so erhiilt man auf gleiche Weise:

1 7 ' P
B tg. ¢, + 7 tg. (—v) + (I - E) colyg. o,
Sind nun auch beide Ketten ab und a,b, parallel, und liegt auch & mit R, in derselben Richtung, so ist

a, = a und (§. 5) R, = p,, und mithin

r ”
=1g. o + 3—1((/- (—v) +('l -+ —p—l) cotg. a.
‘1

1

E,

w
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Unter den gemachten Voraussetzungen geht aber die Proportion 1) in: p, : B = », : r iiber,
- g . 1 1 . -
woraus —t. = ‘T folgt. Hiernach ist also - = . Diese Gleichung kann aber nur stattfinden, wenn
1 i 2

die Kriimmungs-Radien der Wage, welche simmtliche Punkte der DBriicken Dei einer unendlich kleinen
Bewegung beschreiben, gleich sind (§. 7). Dies letztere muss also stattfinden, wenn p, und R in gerader
Linie liegen, ebenso » und 7, nnd wenn die beiden Ketien parallel sind. Legt man mithin die drei
Schneiden des oberen Wagebalkens mit dem Hypomoehlium f in gerader Linie,
ebenso die drei Schneiden des unteren Wagebalkens (des Dreicekes) niimlieh p, ¥
und a, und maeht die beiden Ketten parallel, so ist die Empfindlichkeit der Briicke
auf allen Punkten gleich:

tg. @ (1 — %:—) o (1 + ;—:) coly. a.

Nur das erste Glied dieses Ausdruckes hiingt von der Stellung der Wage ab. Das Gleichgewiceht
selbst ist aber von der Stellung unabbiingig (§. 2). Bei horizontaler Stellung des Wage~
balkens erhilt man

1 Iz
i = (1 —}—(Tl)f[/.-l‘,

wenn @ den Winkel bedeutet, den bei dieser Stellung eine physisch senkrechte Linie, die in b gezogen ist,
mit der Kette ba bildet.

Die gewdhnlichen Constructionen weichen selr von den hier aunfgestellten Regeln ab. Da aber die
Punkte p, ¥ und a so ziemlich immer in geraler Linie liegen, so wird man sich nicht sehr von der Walr-
heit entfernen, wenn man annimmt, dass diese drei Punkte wirklich in gerader Linie liegen. Alsdann
ist 2, bekannt und gleich p, und fyp, leicht zu ermitteln.

Durch die obigen Formeln kann man nun . und auf gleiche Weise L bestimmen. Denkt man sich

nun  dureh den Sehwerpunkt o der Last eine senkreclite Linie gelegt, und nennt den Schnittpnnkt der-
selben mit der Linie pf, w, und nimmt an, irgend ein Punkt = der Briicke, der ausser der Linie p¥t liegt,
beselreibe bei einer unendlich kleinen Bewegung der Briicke einen Bogen, dessen Kriimmungs-Radius p, ist,
so erhiilt man, wenn K die Emplindlichkeit des Punktes e ist, nach §. 7, folgende Gleichungen:

E— = P (e d(—9)
5= g = (1= ) (otg. & — eotg. 8) ===
F— = “ d(—9)
i il G ?) (cotg. & — eoty. &) =75

Da nun aber
colg. & — coty. &, : colg. &, — coly. & = fw : fa,
verhilt, so ist

1 1 1 1., fw
- @ T E)
und daher
1 1 1 1, tw

=5 v @@ 5T

d4 ist der unendlich kleine Winkel, den p, beschreibt, wenn p den Winkel d¢, macht.
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§. 11
Da es von theoretischem Interesse ist, den Kriimmungs-Radius R, zu bestimmen, anch wenn p,, f und
a, nicht in gerader Linie liegen, so soll hier der Weg angedeutet werden, wie dies auf die einfachste
Weise geschehen kann.
Wenn bei einer George'schen Wage die Last im Angriffspunkte der Kette in a coneentrirt ist, so
wurde im'§. 9 der Ausdruck gefunden:

dP 1 . r sin. 3 o D
- d,‘o—vy-<ﬁ+ﬂ- -9 —

sin. o C sin. o

L ”r o,
[sm. ¢ cotg. 3+ 5 sin- 9. coly. a].
Nun ist aber offenbar:

D sin. § = Csin. a 4 rsin. (2 + 3 — w) = Csin. o — r sin. (o + J3)

und
D sin. ¢ = Csin. 3 + Bsin. (2 + 3 — ©) = Csin. 3 — Rsin. (¢ + §),
mithin
D ,
i o [sz’n. ¢ colg. B+ % sin. @ coty. a] =
[C sin. o — r sin. (o 4 {3)] colg. 3 + [C sin, 3 — R sin. (a0 4 {3)] % coly. o
L3
C sin. a -
sin. 3 » » -
coly. 3 + S0l B e e S (2 + B3) (eoty. B + coty. o)
und daher:
dp 1 r o sin. B rosin (o + B)
T = lg. ©, — cofy. B —— ‘ . by — eoty. — l
P do 9. o colg P+ R sin. a (tg. 91 — coty. @) + C  sin. o osin. 3
oder
1 r o sin. 3 cos. (o - 9)) r sin. *(o 1+ 3)
— = . — coty. B, — — e ] 2 ) g
E g g R sin. o cos. Y, + c sin. *a . sin. 3

a 4 ¢, ist aber offenbar der Winkel, welchen die Kette ab mit dem Horizonte bildet. Ist dieser Winkel ein
rechter, so ist cos. (a0 + $,) = 0, und es tritt der merkwiirdige Umstand ein, dass alsdann ﬁi unabhiingig
von der Grosse I2 wird, da in diesem Falle 2 nicht mehr in dem Ausdrucke —;7 vorkommt. Nur die Rich-
tung von £ hat alsdann noeh Einfluss auf %

Stellt man nun die Strasshurger Wage so auf, dass die Kette a,0, senkrechte Richtung hat, so
erhilt man:

i sin. *(ay + 3,)

a,b, sin Poy.sin. By

1
— tq. ©, — colq. 3,
Ev2 g.l g$~+

Nennt man nun den Schnittpunkt einer Senkrechten, die durch a, geht mit pf, s, so ist die
Empfindlichkeit in s ebenfalls £, und man erhilt :

1 1 P d(—9) piy fs ” stn. 3
— = (1l —— B —ecotyg. ) —= = — |1 — . O
L, yof (1 Pz) (cotg. cotg. &) do, [ pz) a, s R sin. o

aus welcher Gleichung man den gesuchten Kriimmungs-Halbmesser p, entwickeln kann, da £, und £, jetzt
bekannt sind.
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§. 12.

Construction von Briickenwagen, welehe besonders fiir schwere und ausgedehnte Lasten angewendet
werden,

Macht man aus dem oberen Wagebalken der Strasshurger Wage ebenfalls ein Dreieck, und hebt den
oberen Hebel, vermige einer Kette durch einen besonderen Hebel, so erhilt man eine besondere Con-
struction von Wagen (Taf. X, Fig 16 und Taf. XI, Fig. 17), welche vorziglich fir grosse und sehwere
Lasten geeignet ist.

Es folgt sogleich, dass auch hier dieselbe Bedingungs-Gleichung wic dort stattfinden miisse, nimlich :
die Perpendikel von p auf a,6, und ab gefillt, miissen sich verhalten wie die Perpendikel von f auf a6,
ond ab gefillt, wenn a,b, || a,b, ist.

Da die Sehwingungs-Ebene des Hebels mit denen der Dreiccke bei dieser Construction oft nicht
iibercinstimmt, so ist zur Untersuchung {iber die Empfindlichkeit zuniichst folgende Aufgabe zu losen.

§. 13.

In dem windschiefen Vierseite (Fig. 18) bfpa von unveriinderlichen Seiten drehen sich die beiden
Seiten bf und ap oder » und R um die Punkte f und p in zwei gegebenen Ebenen e und £. Ist nun fyp,
dic Projection von fp auf e, und pf, die Projection von fp auf E, bezeichnet man ferner den ~ bfyp,
mit ¢ den / fpa mit ¢, so sind die Differential-Verhiltnisse ((%' und % zu finden.

Wiihlt man die Bezeichnnng wie in Fig. 15 und bedenkt, dass die Ebene pfp, mit ¢ einen rechten
Winkel bildet, ebenso fpf, mit £, so ist nach bekannten Formeln der sphirischen Trigonometric cos. p. —
cos. . cos. v und cos. pr, = cos. . cos. v;. Man erhillt daher da v und v, oder die Winkel, welche
pf mit seinen Projectionen in den Ebenen e und E bildet, constante Grossen sind, folgende Gleichungen:

1) sin. p dp = cos. v sin. ¢ d,
2) sin. p, dpy = cos. vy sin. $ dd,
und durch gleiche Betrachtungen wie in §. 3.
dd rsin. 3
de ~  Rsin.a

3)

Durch Differentiation der Gleichung
R+ C*—2RCcos. o = D* + »¥*— 2D cos. p,
welehe beide Ausdriicke gleich pb* sind, 4) BRC sin. a da = Dr sin. p. dy und auf dhnliche Weise
5) rCsin. B dB = RD sin. p, dp,.
Aus Gleichung 1) und 4) folgt
dp  cos. v. sin. ¢
do sin. p.
und

da 7D sin. p

") dp. — RCsin. a’

und durch Multiplication von 6) und 7) folgt
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do D cos. v sin. @

de — RC "~ sin. a

Aus Gleichung 2) und 5) folgt

) d, €0s. vy sin. P
dd —  sin.
und

__ RDsin. p
0 di 1
10) (ly., rC sin. 3

Aus Multiplication von 9), 10) und 3) folgt

1y dg i)_ __cos. vy stn. ¢ .
(l(p C sin. o
Nun erhillt man durch Differentiation der Gleichung 3)
&Y . |sin. a cos. [:3_;—- sin. 3 cos. o ‘g:z
do* - R sin. ‘o
wenn man d° ¢ = 0 setzt, und durch Substitution aus den Gleichungen 8) und 11) folgt:
12 .
12) (lf Rl()/, %sz’n. ) cos. v, cos. B + %sz‘n. B cotg. a cos. v sin. zp} sz'n.i o
und durch Gleiehung 3)
1% D .
13) —dﬁ = G sin o sin g {sz’n. 4 cos. vy cos. B + % sin. 3 coly. o cos. v sin. cp}.

§. 14.

Setzen wir mun voraus, mit » und 22 (Fig. 19) scien zwei bewegliche Hebel-Ebenen, die der Rich-
tung nach mit ¢ und £ zusammenfallen, verbunden, und die Linie pf gehore zur Ebene £ und p zur
Ebene e, ferner sei auf p der Punkt s mit dem Gewichte p, und auf p¥ der Punkt f mit dem Gewichte P
belastet, und p und p¥f bilden mit dem Horizonte die Winkel ¢, und ¢,, so crhalten wir die Gleichung :

dP o d dd - d*)
Pdsy 440 do Tl et dy .dy

wenn sich p und P das Gleichgewicht halten. (Vergl. §. 2). Durch Substitution der entwickelten Werthe

=0

folgt nun:

1 ,  rsinf D ‘ 9
= 1g. ¢ + tg. 9 . BT Cstn. o sin. B (sin. § cos. 3 cos. v, —|— sm (3 sin. @ coly. a cos.v).
Sind demnaeh dic Winkel B und « reehte und &, = 0 so ist 4~ = fg. @, wie beim blossen Wage-

balken b{a, wenn der Arm bf horizontal ist.
Stellt b {m den Wagebalken und ab die Kette vor, so kann man bei den Constructionen der Praxis
annchmen, dass eben diese Linien ab, bf und {m in einer Vertical-Ebene liegen. Bilden nun die Linien
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im Raume {6 und pa (Fig.20) einen rechten Winkel, so ist auch der 2 pab ein rechter, und da pab=a
ist, so verschwindet das Glied ’T sin. 3 sin. ¢ coly. a cos. v. Da nun ferner die Ebenen £ und e in die-

sem Falle auf cinander senkrecht stehen, so ist

X af ph
sin. O = und cos. v, = s
T Y
mithin
5 af, af
] — = 1
sin. ¢y cos. v, of D
und da ferner
. af, af,
B=mem =—
sin. | 1 C

ist, wenn 7 horizontal ist, so ist

D D C af,

— . sin, ¢ cos. B cos. vy = — — . —— . —— .
sin, ¢ cos. 3 cos. v T af) 7

C sin. o sin. 3

cos. B = — cos. f3.

Liegt also die Kette ab in der Schwingungs-Ebene e, bilden ferner B und #» einen rechten Winkel mit
der Verticalen, und sind beide Schwingungs-Ebenen von R und » vertical, und stehen auf einander senk-
recht, so ist

r sin. 3
— cos. f3.

1
—E—:tg'(?l + tg. 41

B sin. o
Sind beide Linien pf und fm horizontal, so ist

lg. ¢ = 0 und #9. ¢, = 0
und man erhilt die hochst einfache Formel

— = — cos. 3,

E
aus welcher hervorgeht, dass der Winkel 3 ein stumpfer sein miisse, damit das Gleichgewicht stabil sei.

§. 15.

Da bei den im §. 12 anfgefiihvten Wagen immer ein zusammengesetztes System von Hebeln und
Ketten in Anwendung kommt, so bleibt noch zu zeigen, wie die Empfindlichkeit eines zusammengesetzten
Systems, dureh die Empfindlichkeit der cinzelnen Systeme zu berechnen sei.

Zu dem Ende werden wir folgenden ganz allgemeinen und merkwiirdigen Satz beweisen: In jedem
zusammengesetzten Hebel-Ketten-Systeme ist die umgekehrte Empfindlichkeit gleich der Summe der
umgekehrten Empfindlichkeiten aller einzelnen Systeme aus denen es besteht, vorausgesetzt, dass alle in
Betracht gezogenen Empfindlichkeiten auf dieselbe Zunge oder denselben Zeiger bezogen werden.

Stellen die Punkte p, p,, Do, P53 und p, (Taf. XIII, Fig. 21) die Drchungspunkte oder Durchschnittspunkte
der Drehungs-Axen der Hebel np¥, ap fy, a, 9.5, a6 und azp, €, vor, ferner fa, fq,, f.a, und fa;
die Kette, durch welehe diese Hebel mit cinander verbunden sind, und man nennt die Empfindlichkeit zwi-
schen den Belastungspunkten 2 und f,, e, so ist also:

LN SRS SO {
e " ETETE TE
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wo E, E,, E,und E; die Empfindlichkeiten zwischen den DBelastungspunkten 2 und a, », und a,, n, und a,
und 23 und f, angeben, und 2, mit ap, in gerader Linie liegt, ebenso wie 7, mit a,9,, 25 mit a,p;.
Beweis. Halten sich irgend zwei Gewichte £ und p an einem beweglichen Systeme das Gleichgewicht,
und P beschreibt bei einer unendlich kleinen Bewegung des Systems einen Kreis mit dem Radius £, und
die Ebene dieses Kreises hat gegen den Horizont die Neigung A, p, beschreibt aber gleichzeitig einen
Kreis mit dem Radius », und der Neigung £ gegen den Horizonl, so muss, da sich beide Gewichte das
Gleichgewicht halten, die Summe ihrer virtuellen Momente gleieh 0 sein. Man erhiilt also die Gleichung:

PR sin. K cos. Y dd -+ prsin. k. cos. ¢ d o = 0.

Wo ¢ und ¢ die Winkel bedeuten, dic £ und » mit den Durchsehnittslinien ihrer Schwingungs - Ebenen
mit dem Horizonte bilden. Differentiirt man diese Gleichung noch einmal nach P, ¢ und ¢ ohne irgend ein
erstes Differential econstant zu setzen, so erhiilt man:

PR sin. K (cos. § d* & —sin. & dy*) + pr sin. k (cos. ¢ &> — sin. @ dg*)+ Rsin. K cos. § dY dP = 0.

Dividirt man diese Gleichung dimrch

PR sin. K cos.§ db . dp = — pr sin. k cos. ¢ d*,
welche aus der ersteren hervorgeht, so erhiilt man:
dP dd F o
T o . @ — tang. § . —
R o ¥ v ? T dg dd dyg*
oder y
dP (l'.}) ; (( 4
— = . P — 9. “\do)

Nehmen wir nun an, pn bilde mit der Horizontalkante den Winkel ¢, p,a,_, mit derselben den
Winkel ¢, und benennt die Empfindlichkeit zwischen den Belastungspunkten » und a, _, mit e,_,;, so
erhiilt man:

dd d* d*o
= tang. © — tang. O . —- — '
Cn—1 i P do T do dd do?

Nennt man den Winkel, welchen p,, 2, mit der Horizontalkante bildet ¢, und den Winkel den yp,, ,  a,
mit derselben bildet ¢;, und nennt die Empfindlichkeit zwischen den Belastungspunkten n, und a,, E

m

und bezieht sie auf den beweglichen Hebel-Arm p#, so erhilt man:

— (t(mg. @ d9, & 9y - (12?1) 9y

E, — tang- do, do, db, do,? do’
Da nun aber a, _,p,n, cinc gerade Linie ist, so betriigt ¢, - & den Werth 0, und man erhilt
do, = — db, &g, = — & und tang. ¢, = — tg. ).
Durch Substitution dieser Werthe erhilt man:
i dd dd, &Y, Y
g, =Yg e e gt e T de dd
Mithin:
1 1 dd, A o
= { — . { — e
o -+ E. tang. ¢ tang. ¢, e + X I7

Denkschriften d. mathem.-naturw. Cl. V., Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. X
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Die rechte Scite dieser Gleichung ist aber offenbar —= :—m oder driickt die umgekehrte Empfindlich-
keit zwischen den Punkten # und a, aus. Man erhilt mithin die Gleichung:

1 11
E

m em

&

‘m — 1

welehe offenbar auch stattfinden muss, wenn der Belastungspunkt a,, durch einen anderen vertreten wird,
der unveriinderlich mit der Ebene verbunden ist, die durch die Axe p,,, und die Linie b, ,,q, geht.
Setzt man nun fiir 22 den Werth 1 so erhiilt man

1 1

1 1 1 |
—e— +ET—lellddae—E]St—E+—E——Z.

Setzt man statt m den Werth 2, so erhilt man:

mithin

ezziz_—}_?ﬂ: E

und setzt man statt m den Werth 3, so bekommt man

_+_

1 1 n 1
es B €3 ,
und daher
1 1 1 1 1
- B TETEVTE




